PASS 7. EKVATIONSLOSNING
7.1 Grundbegrepp om ekvationer

En ekvation sédger att tvd matematiska uttryck &r lika stora. Ekvationen har alltsé ett likhetstecken

och tvd deluttryck pa var sin sida om likhetstecknet. Matematiska pastdenden, som har ett

1
sanningsvérde, kallas utsagor. Exempel pd utsagor frén pass 1 &r —2€Z och EEZ . Andra

1
utsagor &r 2<5 och k=2 . Utsagorna —2€Z , EEZ , 2<5 och k=2 ir alla sanna

pastdenden. Sanna péstdenden har sanningsvérdet 1. Exempel pa falska pastdenden dar 3=4 |

1 . .
EE Z och —1>3 . Falska pastdenden har sanningsvérdet 0. 4x—8 dr inte en utsaga for att

det saknar ett sanningsviarde. Vi kan alltsd inte sdga om det &dr sant eller inte. Da vi skriver

4x—8=8 har vi en utsaga.
Exempel 1. Vilka av foljande utsagor a) till f) ar ekvationer ?
a) 2>5 b) 2=3 ¢) 7€N d) x+2=4 ¢) x’<0 f) x=0 g)4+5=

b), d) och f) dr ekvationer for att de innehéller tva deluttryck pa var sin sida om likhetstecknet. g)
4+5= ir inte en ekvation for att det inte finns ndgonting pd hoger sida av likhetstecknet. 2=3 ar

en ekvation med sanningsvérdet 0.

x+2=4 ir en ekvation . Den blir en sann utsaga d@ x=2 . Ett sddant variabelviarde som gor
ekvationen sann kallar vi 10sning eller rot till ekvationen. Ekvationen x+2=4 harroten x=2 .
Med x=2 far bada leden i ekvationen samma vérde 4: 2+2=4 . Roten x=2 satisfierar

ekvationen x+2=4 . Bestdmning av roten till en ekvation kallar vi ekvationslosning.

Har du forstatt? 1
k*—4k

: . ) 3
Vilken av foljande utsagor dr en ekvation? a) ZEQ b) c) 8=8

Ekvationer kan man létt 16sa genom att tdnka ut roten. En annan och béttre metod é&r att rdkna ut

roten.



Exempel 2. Los ekvationen  8x+2=2(4x+1)

Vi kan tdnka ut att roten &r x=1 f0r att den satisfierar bada leden i den givna ekvationen:
8:14+2=2-(4-1+1)
8+2=25
10=10
Med "téinka ut" -metoden fick vi svaret x=1 . Ar vi nu ndjda eller kunde vi tinka ut iven andra
rotter for den hér ekvationen? Roten x=0 satisfierar bada leden lika bra som roten x=1 . Vi

maste aterkomma till det hiar exemplet i exempel 7 och rdkna ut roten.

7.2 Losning av forstagradsekvationer

Vid forenkling av rationella uttryck kunde vi forenkla dem endast sd att véardet av uttrycket inte
forindrades.  Till  exempel kunde vi  skriva (x+1)>=x"+2x+1 men inte

(x+1)°=x>+2x+1+1 . Vid 16sning av ekvationer kan vi hyfsa de uttryck som finns p4 var sin
sida om likhetstecknet. Utdver det hdr kan vi utfora ldmpliga operationer i bdda leden av
ekvationen. D4 fOorindras vérdet av leden pa samma sétt sd att roten dnda forblir densamma. Vid

16sning av ekvationer kan vi anvinda f6ljande operationer:

1. Vi kan addera samma uttryck eller samma tal till bada leden. Vi kan subtrahera samma uttryck
eller samma tal fran bada leden. Vi kan flytta termer 6ver likhetstecknet till det andra ledet om vi

samtidigt utfor teckenbyte.

2. Vi kan multiplicera eller dividera bdda leden med talet noll eller med ett uttryck som inte har

vérdet noll.

Exempel 3. Vi vet att ekvationen 2=3 har sanningsvérdet 0. Om vi multiplicerar bada leden med
0 far vi 0-2=0-3 som é&r ckvivalent med 0=0 som é&r en ekvation med
sanningsvardet 1. Att multiplicera med 0 &ndrade pa ekvationens sanningsvirde. S& ar
den hir operationen absolut inte tillten!

Exempel 4. Los ekvationen. —4s—1=s—2+2s

—4s—1=5—2+2s Vi forenklar uttrycket i hogra ledet.



[ —4s—1=3s-2 Vi flyttar variabeltermen till vinstra ledet och konstanttermen
till hogra ledet och utfor teckenbyte.

0 —4s—3s=—2+1 Vi forenklar uttrycken i vinstra och hogra ledet.

0 —7s=-1 Vi dividerar bdda leden med -7.

1 1
0 s :7 Svar: Ekvationen har I¢sningen =

~ |

Vi kan kontrollera svaret s att vi insétter S=7 1 den ursprungliga ekvationen. Sa undersoker vi

om ekvationen satisfieras av det insatta variabelviardet.

1 1 1 4 3 1 1
4o l=o—242 -1 I= 242 —=—]—
KONTROLL S -1=5 ; ; 2 =1

Béda leden fick samma virde ndgot som tyder pd att vi har riknat ut roten rétt. Ekvivalenstecknet [J
har vi anvént i ekvationsldsning och i kontrollen. I ekvationslosningen ovan dr det inte obligatoriskt
att anvdnda ekvivalenstecknet. I fortsdttningen ldmnar vi bort det. Om man inte kan anvénda
ekvivalenstecknet pé ritt sitt dr det bést att Idmna det helt och hallet bort. S& undviker man mgjliga
fel. I kontrollen ovan dr det daremot obligatoriskt att anvéinda ekvivalenstecknet for att vi har skrivit

alla 16sningsskeden pd samma rad.

Har du forstatt? 11
1) Los ekvationen x+5+x=1

ii) Ekvationen 4a+5(2—a)=0 harlésningena) a=1 b) a=0 c¢) a=10 .

t+4 -2

Exempel 5. a) Forenkla det rationella uttrycket 4 5
, : +4 t=2_1t
b) Los ekvationen 45 >

Vi+4 Vr-2_ 5(t+4) 4(t=2) _(5t+20)—4(t—2) _5t+20—4t+8 _r+28

VTS T 0 20 20 20 20
t+4 =2 t +28
b) 4 5 5 Vinstra ledet kan vi skriva pa formen 20 enligt a) -punkten.
t+28 _t . - .
20 2 Vi multiplicerar ledvis med 20.
10
20(r+28) 20t

Vi forkortar uttrycken i vinstra och hogra ledet.



t+28=10¢ Vi flyttar ¢ till hogra ledet och utfor teckenbyte och ldter vinstra

och hogra ledet byta platser sinsemellan.

10 —t=28 Vi forenklar uttrycket i vinstra ledet.
9¢r=28 Vi dividerar bada leden med 9.
IZ% Vi skriver % som blandat tal.
1 ) . 1
t= § Svar: Ekvationen har 16sningen =3 5

Har du forstatt? 111

: 2x—1_5 -
I ekvationen %4- X3 =% avskaffas ndimnarna genom att multiplicera bada leden

meda)6b)12¢c)3

Har du forstatt? IV

, x,2x—1_5 . 3 12 L
Ekvationen i3 ¢ har 16sningen a) X 111 b) x 111 c) x 111 .

Exempel 6. 1 gymnasiefysiken ingér bland annat termodynamik. I termodynamiken finns formeln

Q; :1_1 , ddr n  &r verkningsgraden hos virmemaskinen och @, och
0,-0, n
.. .. .. . 0, 1
0O, virmemingder. Los verkningsgraden n ur formeln =—-—1
0—0, n
QZ | )
=——"1 Viforlanger l med n .
0-0, 7 &
0, 1 n . . . A
=——— Vi kan nu utfora subtraktionen i hogra ledet.
0,-0, n
0, 1—n
= Vi multiplicerar korsvis.
QI_QZ P

0,n=(0,—0,)-(1-n) Vi avskaffar parenteserna i hdgra ledet.
0,n=0,"1-0,n—0,-1+0,-n Viflyttar termerna med n till vinsta ledet.
0, n+0,'n—0,n=0,—0Q, Vi forenklar vénstra ledet.

0,'n=0,—0, Vidividerar bida leden med n .



_Q1_Q2 Q1_Q2
n=——— Svar: n=——-—7-

0, 0,
Identiska ekvationer

En ekvation, som satisfieras av alla eller inga variabelvirden, dr en identisk ekvation. Vid 16sning
av identiska ekvationer forsvinner variabeln. Om det sista I6sningssteget ar sant ar alla reella tal

16sningar. Om det sista 10sningssteget ar falskt saknar ekvationen 16sning.
Exempel 7. Nu aterkommer vi till ekvationen 8x+2=2(4x+1) iexempel 2 och loser den.

8x+2=2(4x+1)

8x+2=8x+2 Vi har precis samma uttryck i bada leden.
8x—8x=2-2

(8—8)x=0

0-x=0 Av den sista formen ser vi att ekvationen satisfieras av alla reella tal.

Svar: x€R .

Exempel 8. Los ekvationen  8x+2=4(2x+2) .

8x+2=4(2x+2)

8x+2=8x+8

8x —8x=8—-2

(8—8)x=6

0-x=6 Av den sista formen ser vi att ekvationen

inte satisfieras av nagra reella tal.

Svar: x¢RR .

Har du forstatt? V
Ekvationen 6x—1+2x=8x harlosningena) x=—1 b) xR ¢) x€ER .

Har du forstatt? VI



2, y_2y—1
Ekvationen +%:3’_

6 3 har 16sningena) y=0 b) y€R ¢) y€R .

7.3 Losning av andragradsekvationer med hjilp av kvadratrotter

Ekvationer, vars variabel dr av andra graden, kallas andragradsekvationer. Vi lir oss att 10sa
andragradsekvationer med en speciell formel under senare gymnasiekurser. Nu féaster vi dock var

uppmaérksamhet vid sddana andragradsekvationer som gar att 16sa utan formel.

Exempel 9. Los andragradsekvationena) 4a°=16 b) 3°—9=0 ¢) z*+1=0

a) 4a°=16 || 4 b) Vi faktoriserar och c) Alla ekvationer i
a’=4 anvénder nollregeln. gymnasiematematik
a=2Va=-2 y*=9=0 16ser vi 1 de reella talens
(y+3)(y—3)=0 méngd. Vi vet att
y+3=0Vy—-3=0 Z2>0VzeR . S§ir
y=—3Vy=3 vénstra ledet i ekvationen
alltid minst 1. Det far aldrig
virdet 0.
Svar: z€R

z*+1=0 har ingen 18sning i de reella talens mingd. Men i hdgre matematik kan vi utvidga IR
med komplexa tal som &r av formen a+bi dir a ar realdelen, b imagindrdelen och i den
imaginira enheten. For i giller det att =—1 . S4 har c) -punkten i foregiende exemplet

16sningen z=i 1ide komplexa talens médngd C .

Har du forstatt? VII

Andragradsekvationen 5x°—3=2 har a) en rot b) inga rétter c) tva rotter.

Har du forstatt? VIII
—-b_2 3(a—b 2(a—b
ab =3 har 16sningen a) x=% b) x= (a3 ) c) x€R

7.4 Begreppsfragor VII



1. Vad dr en ekvation for ndgonting?

2. Hur skiljer sig ekvationer frin utsagor?

3. Berétta om sanningsvérden.

4. Forklara hur man 16ser forstagradsekvationer. Hurdana ledvisa operationer ér tilldtna?
5. Némn situationer i vardagslivet ddr man har nytta av ekvationslosning.

6. Forklara vad identiska ekvationer dr. Ge mdjligast enkla exempel pa dem.

7. Skriv en vettig mening dir begreppen kvadratrot, andragradsekvation och variabel forekommer.

7.5 Uppgifter

Los ekvationerna 1 uppgifterna 1-7.

l.a) 2x4+3=x—6 b) 5-3y=4—2y ¢) 6t—1=3t+7 d) 3t—5=19—5t
2.2) 12x-0,6=33 b) —0,05y+0,8=02y—1,6 ¢) 0,4+0,171—1,8=0,2%

I 15 2 2 3_.3
~xtl= S—1rs=2s+4 ¢) —2y+=== +2=12+4
3.a) gFHiTb) 3556 5T 0 TZytgTy d) bzrpslyad
4.2) 35(2x—1)+14=3x—49 b) 3(25-—1)=—15 ¢) 4 éer% ——(z—1)
x—2 y+1_y x+1 x—2 s+6 S
=1 p X=X +1= p_3¥0__ 5
-3 T3 b 5773 9 7 9 53
6.2) 6X2+5_ 2X+2X—1):0’25(10X+3) b 6u7+7+u:8024u_30;2u

7.a) (—a+1)P?—(24+a)*=-3(2a+1) b) (h+2)*=3+4h

L&s ekvationerna 1 uppgifterna 8 och 9 med avseende pd variabeln x.

8.a) xta=8 b) 6x—5=a c¢) 8+6x=c d)

=m

X
5
9.a) ax—2x=5,a#2 Vadhinderom a=2 ?b) 2x—a=3 Kanvivilja a€R ?

Los andragradsekvationerna i uppgift 10.

10.a) x*=256 b) (2+y) =4y ¢) 5x°—2x=0 d) 5a’+5a=0 €) 54°+5=0



11.a) Los rur formeln p=2mr b) Lo6s s och t ur formeln v=§

12.* I héllfasthetsldran har total tojning € formeln EZ%-F o«(AT) dar o &rspinning, E
elasticitetsmodul, = A7  temperaturforandring och  «  en koefficient. Los formeln

E:%—Hx-(AT) for spinningen o .



